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摘要：研究了一类由非自治 Ｇｉｌｐｉｎ－Ａｙａｌａ 脉冲收获系统描述的种群优化控制问题．在脉冲收获时刻预先给

定的前提下，选择各时刻的收获努力量作为控制变量，以给定时间周期内种群收获量最大为目标研究其最优收

获策略．首先应用脉冲微分系统的极值原理获得了奇异收获策略以及相应的奇异路径．进一步研究了当奇异收

获策略所需要的条件不满足时（称为受阻情形）的优化控制问题．为此首先建立了优化准则，即最优路径应该与

奇异路径尽可能接近．并以优化准则为基础研究获得了一些受阻情形下的最优收获策略．该文的结果推广改进

了已有文献中关于脉冲控制收获问题的一些相关结论．
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在关于种群生态系统的研究中，近年来很多学者对具有脉冲收获系统的优化控制问题进行研究并获

得了很多重要成果．描述种群增长的脉冲收获控制系统常见的有 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型，Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 模型等［１－１０］ ．文献

［１－８］研究了由 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型描述的具有脉冲收获的种群系统的优化控制问题，文献［９－１０］讨论了由

Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 模型描述的种群脉冲收获控制问题．Ｇｉｌｐｉｎ－Ａｙａｌａ 模型作为 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型的推广，利用它能广泛地

描述密度制约因素对种群生长的影响，因此能更实际地刻画种群系统的生长规律．文献［１１］研究了一类自

治 Ｇｉｌｐｉｎ－Ａｙａｌａ 模型的最优连续收获问题，文献［１２］利用脉冲微分系统的极值原理对具有脉冲收获的周

期 Ｇｉｌｐｉｎ－Ａｙａｌａ 模型的优化控制问题进行了研究．目前所研究的脉冲优化收获问题大部分都以最大持续

产量或周期末的最大储量为管理目标．本文研究一类由 Ｇｉｌｐｉｎ－Ａｙａｌａ 模型描述的具有脉冲收获的种群系

统在给定时间周期内的最大收获量问题．首先应用脉冲微分系统的极值原理求得控制问题的奇异控制，并
进一步研究在奇异控制受阻情形下的优化收获策略．

本文所考虑的种群收获模型由下面脉冲微分系统描述：

　 　 　 　
Ｎ′（ ｔ） ＝ ｒ（ ｔ）Ｎ（ ｔ） － ｍ（ ｔ）Ｎθ＋１（ ｔ），　 ｔ ≠ ｔｋ，

Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ＝ （１ － Ｅｋ）Ｎ（ ｔｋ），　 　 　 　 　 ｔ ＝ ｔｋ，
Ｎ（ ｔ０） ＝ Ｎ０ ＞ ０．
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（１）

系统（１） 中，Ｎ（ ｔ） 为 ｔ 时刻种群的数量，ｒ（ ｔ） ＞ ０，ｍ（ ｔ） ＞ ０ 是给定区间［ ｔ，０，Ｔ］ 上的连续函数，ｒ（ ｔ）
表示种群的内禀增长率，θ为正常数，ｍ（ ｔ）Ｎθ＋１（ ｔ） 表达了种群的密度制约因素．Ｔ为一个正常数，ｔｋ（ｋ∈ Ｉ ＝
｛０，１，…，ｎ｝） 为收获时刻，满足 ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ …ｔｎ ＜ Ｔ ＝ ｔｎ＋１ ．对于 ｋ ∈ Ｉ，Ｅｋ 表示在 ｔｋ 时刻对种群的收获努力

量．
首先给出下面关于系统（１） 解的存在唯一性定理．
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定理 １　 对于每一个 ｋ ∈ Ｉ，如果 Ｅｋ 满足 ０≤ Ｅｋ ≤１，则系统（１） 在［ｔ０，∞） 上存在唯一解Ｎ ＝ Ｎ（ｔ） ≥０．
证明 　 （ ｉ） 若对于每一个 ｋ ∈ Ｉ，满足 ０ ≤ Ｅｋ ＜ １，作变量替换，令 ｘ（ ｔ） ＝ Ｎ －θ（ ｔ），则系统（１） 变为：

　 　 　 　

ｘ′（ ｔ） ＝ － θｒ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ θｍ（ ｔ），　 ｔ ≠ ｔｋ，

ｘ（ ｔ ＋ｋ ） ＝ （１ － Ｅｋ）
－θｘ（ ｔｋ），　 　 　 ｔ ＝ ｔｋ，

ｘ（ ｔ０） ＝ ｘ０ ＝ Ｎ －θ
０ ．
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（２）

直接求解系统（２），可得到

ｘ（ ｔ） ＝ ｘ０ 
ｔ０≤ｔｋ ＜ ｔ

（１ － Ｅｋ）
－θｅｘｐ － θ∫ｔ

０
ｒ（ ｓ）ｄｓ{ } ＋ θ∫ｔ

０


ｔ０≤ｔｋ ＜ ｔ
（１ － Ｅｋ）

－θｅｘｐ － θ∫ｔ
０
ｒ（σ）ｄσ{ } ｍ（ ｓ）ｄｓ． （３）

将 Ｎ（ ｔ） ＝ ｘ － １
θ（ ｔ） 代入（３） 式中即可得到系统（１） 的唯一解：

Ｎ（ ｔ） ＝ Ｎ － １
θ

０ 
ｔ０≤ｔｋ ＜ ｔ

（１ － Ｅｋ）
－θｅｘｐ － θ∫ｔ

０
ｒ（ ｓ）ｄｓ{ } ＋ θ∫ｔ

０


ｔ０≤ｔｋ ＜ ｔ
（１ － Ｅｋ）

－θｅｘｐ － θ∫ｔ
０
ｒ（σ）ｄσ{ } ｍ（ ｓ）ｄｓ[ ]

－ １
θ ．

（４）
（ ｉｉ） 若存在某个 ｕ∈ Ｉ，使得 Ｅｕ ＝ １，即Ｎ（ ｔ ＋ｕ ） ＝ １，则当 ｔ∈ ［ ｔ０，ｔｕ］ 时，系统（１） 的解的表达式仍由（４）

式给出．而当 ｔｕ ＜ ｔ ≤ Ｔ 时，Ｎ（ ｔ） ＝ ０．
因此，定理的结论成立．证毕．
本文中选择收获努力量 Ｅ ＝ （Ｅ０，Ｅ１，…，Ｅｎ） 作为控制变量，定义允许集为：
　 　 　 　 Ｄ ＝ ｛（Ｅ０，Ｅ１，…，Ｅｎ） ｜ ０ ≤ Ｅｋ ≤ １，ｋ ＝ ０，１，…，ｎ｝， （５）

并定义性能指标函数为在给定区间［ ｔ０，Ｔ］ 内对种群的总收获量：

　 　 　 　 Ｊ（Ｅ） ＝ 
ｎ

ｋ ＝ ０
ＥｋＮ（ ｔｋ） ＋ Ｎ（Ｔ）， （６）

其中 ＥｋＮ（ ｔｋ） 表示 ｔｋ（ｋ∈ Ｉ） 时刻对种群的收获量，Ｎ（Ｔ） 表示利用 Ｅ ＝ （Ｅ０，Ｅ１，…，Ｅｎ） 进行收获时在 Ｔ时

刻的种群量．
本文将研究获得最大总收获量的优化控制问题．如果存在 Ｅ∗ ∈ Ｄ，使得

　 　 　 　 Ｊ（Ｅ∗） ＝ ｍａｘ
Ｅ∈Ｄ

Ｊ（Ｅ）， （７）

则称 Ｅ∗ 为优化问题的最优控制策略，并记 Ｎ∗（ ｔ） 为在该策略下所对应的解曲线．

１　 奇异控制策略

由于控制问题（１），（５），（６） 是一个脉冲优化控制问题．本节首先应用文献［１３］ 中给出的脉冲微分系

统的极值原理确定优化控制问题应该满足的必要条件．
根据文献［１３］ 中的记号，令
　 　 　 　 ｆ０ ＝ ０，ｇ０ ＝ ＥｋＮ（ ｔｋ），
　 　 　 　 ｆ１ ＝ ｒ（ ｔ）Ｎ（ ｔ） － ｍ（ ｔ）Ｎθ＋１（ ｔ），ｇ１ ＝ － ＥｋＮ（ ｔｋ） ．

如果以 Ｈ 表示连续 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，Ｈｋ 表示脉冲 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，则有：
　 　 　 　 Ｈ（λ，Ｎ） ＝ λ［ ｒ（ ｔ）Ｎ（ ｔ） － ｍ（ ｔ）Ｎθ＋１（ ｔ）］，
　 　 　 　 Ｈｋ（λ，Ｎ，Ｅｋ） ＝ （１ － λ（ ｔ ＋ｋ ））ＥｋＮ（ ｔｋ），

其中 λ ＝ λ（ ｔ） 为协态变量．
由极值原理（文献［１３］，定理 １．２） 可知，如果 Ｅ∗ ＝ （Ｅ∗

０ ，Ｅ∗
１ ，…，Ｅ∗

ｎ ） ∈ Ｄ 是优化控制问题（１），（５），
（６） 的最优控制策略，Ｎ∗（ ｔ） 是对应于该优化收获策略下系统（１） 的解曲线，则一定存在协态变量 λ ＝
λ（ ｔ） 满足下面的协态方程：

　 　 　 　
λ′（ ｔ） ＝ － λｒ（ ｔ） ＋ λ（θ ＋ １）ｍ（ ｔ）（Ｎ∗（ ｔ）） θ，　 ｔ ≠ ｔｋ，

λ（ ｔｋ） ＝ λ（ ｔ ＋ｋ ） ＋ （１ － λ（ ｔ ＋ｋ ））Ｅ∗
ｋ ，　 　 　 　 ｔ ＝ ｔｋ，

λ（Ｔ） ＝ １，
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（８）
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使得

　 　 　 　 ｍａｘ
Ｅ∈Ｄ

Ｈｋ（Ｎ∗（ ｔｋ），Ｅ） ＝ Ｈｋ（Ｎ∗（ ｔｋ），Ｅ∗） ．

为了求得优化控制，令
Ｈｋ

Ｅ∗
ｋ

＝ ０，并结合状态方程（１） 和协态系统（８），可得到控制变量 Ｅ 应满足的条

件．

首先由
Ｈｋ

Ｅ∗
ｋ

＝ ０ 得到：

　 　 　 　 λ（ ｔ ＋ｋ ） ＝ １， （９）
进一步由（９） 式及（８） 的第 ２ 式得到

　 　 　 　 λ（ ｔｋ） ＝ １．
对（８） 的第 １ 式在区间（ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 上进行积分，得到

　 　 　 　 λ（ ｔｋ＋１） ＝ λ（ ｔ ＋ｋ ） ｅｘｐ － ∫ｔ ｋ＋１
ｔｋ

［ ｒ（ ｔ） － （θ ＋ １）ｍ（ ｔ）（Ｎ∗（ ｔ）） θ］ｄｔ{ } ， （１０）

结合（８） ～ （１０） 式可得下式成立：

　 　 　 　 ∫ｔ ｋ＋１
ｔｋ

［ ｒ（ ｔ） － （θ ＋ １）ｍ（ ｔ）（Ｎ∗（ ｔ）） θ］ｄｔ ＝ ０． （１１）

进一步对系统（１） 的第 １ 式在区间（ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 上进行积分得到：

　 　 　 　 Ｎ∗（ ｔｋ＋１） ＝
Ｎ∗（ ｔ ＋ｋ ）

Ｄ
１
θ
ｋ ｅｘｐ ∫ｔ ｋ＋１

ｔｋ
ｍ（ ｔ）（Ｎ∗（ ｔ）） θｄｔ{ }

， （１２）

在（４） 式中，令 ｔ ＝ ｔｋ，并进行化简得到

　 　 　 　 Ｎ∗（ ｔｋ＋１） ＝
Ｎ∗（ ｔ ＋ｋ ）

［Ｄｋ ＋ Ｂｋ（Ｎ∗（ ｔ ＋ｋ ）） θ］
１
θ

， （１３）

其中

　 　 　 　 Ｄｋ ＝ ｅｘｐ － θ∫ｔ ｋ＋１
ｔｋ

ｒ（ ｔ）ｄｔ{ } ，Ｂｋ ＝ θ∫ｔ ｋ＋１
ｔｋ

ｅｘｐ － θ∫ｔ ｋ＋１
ｓ

ｒ（σ）ｄσ{ } ｍ（ ｓ）ｄｓ．

又因为

　 　 　 　 Ｄｋ ＋ Ｂｋ（Ｎ∗（ ｔ ＋ｋ ））θ ＝ Ｄ
１
θ
ｋ ｅｘｐ ∫ｔ ｋ＋１

ｔｋ
ｍ（ ｔ）（Ｎ∗（ ｔ）） θｄｔ{ }( )

θ
＝

ｅｘｐ － θ
θ ＋ １∫

ｔ ｋ＋１

ｔｋ
θｒ（ ｔ） ＋ ［ ｒ（ ｔ） － （θ ＋ １）ｍ（ ｔ）（Ｎ∗（ ｔ）） θ］ｄｔ{ } ， （１４）

将（１１） 式代入（１４） 式中，即有

　 　 　 　 Ｄｋ ＋ Ｂｋ（Ｎ∗（ ｔ ＋ｋ ）） θ ＝ Ｄ
θ

θ＋１
ｋ ，

由上式即可求得 Ｎ∗（ ｔ ＋ｋ ） 的具体表达为：

　 　 　 　 Ｎ∗（ ｔ ＋ｋ ） ＝
Ｄ

θ
θ＋１
ｋ － Ｄｋ

Ｂｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

，ｋ ∈ Ｉ． （１５）

为表述简便，下文中简记 Ｎ∗
ｋ ＝ Ｎ∗（ ｔ ＋ｋ ） ．如果以 ｈ∗

ｋ 记 ｔｋ 时刻种群的收获量，则得到：

　 　 　 　 ｈ∗
０ ＝ Ｎ（ ｔ０） － Ｎ∗

０ ＝ Ｎ０ －
Ｄ

θ
θ＋１
０ － Ｄ０

Ｂ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

，

　 　 　 　 ｈ∗
ｋ ＝ Ｅ∗

ｋ Ｎ∗（ ｔｋ） ＝ Ｎ∗（ ｔｋ） － Ｎ∗
ｋ ＝

１ － Ｄ
θ

θ＋１
ｋ－１

Ｂｋ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

－
Ｄ

θ
θ＋１
ｋ － Ｄｋ

Ｂｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

，ｋ ＝ １，２，…，ｎ． （１６）

由（１５） 式可知

２４３ 云南大学学报（自然科学版） 　 ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ｙｎｄｘｘｂ．ｙｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ３９ 卷



　 　 　 　 Ｎ∗
ｋ ＝

Ｄ
θ

θ＋１
ｋ － Ｄｋ

Ｂｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

＞ ０，ｋ ∈ Ｉ． （１７）

进一步可求得

　 　 　 　 Ｅ∗
０ ＝

ｈ∗
０

Ｎ０

＝ １ －
Ｄ

θ
θ＋１
０ － Ｄ０

Ｂ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ １
Ｎ０

，

　 　 　 　 Ｅ∗
ｋ ＝

ｈ∗
ｋ

Ｎ∗（ ｔｋ）
＝ １ －

Ｂｋ－１

Ｂｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ Ｄ

θ
θ＋１
ｋ － Ｄｋ

１ － Ｄ
θ

θ＋１
ｋ－１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

１
θ

，ｋ ＝ １，２，…，ｎ． （１８）

由（１７） 式可知 Ｅ∗ ＜ １ 满足，因此要使策略 Ｅ∗ ∈ Ｄ，当且仅当下面条件成立：

　 　 　 　
Ｄ

θ
θ＋１
０ － Ｄ０

Ｂ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

≤ Ｎ０，

　 　 　 　
Ｂｋ－１

Ｂｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ Ｄ

θ
θ＋１
ｋ － Ｄｋ

１ － Ｄ
θ

θ＋１
ｋ－１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１
θ

≤ １，ｋ ＝ １，２，…，ｎ． （１９）

由（１８） 式所确定的收获策略称为奇异收获策略，将（１７） 式所确定的种群量称为奇异种群水平．
我们可证明下面结果．
定理 ２　 如果（１９） 式成立，则优化控制问题（１），（５），（６） 的最优控制策略为 Ｅ∗ ＝ （Ｅ∗

０ ，Ｅ∗
１ ，…，

Ｅ∗
ｎ ），其中 Ｅ∗

ｋ 由（１８） 式给出，优化路径 Ｎ∗
ｋ （ｋ ∈ Ｉ） 由（１７） 式给出，且在［ ｔ０，Ｔ］ 内的最大收获量为：

　 　 　 　 Ｊ（Ｅ∗） ＝ 
ｎ

ｋ ＝ ０
Ｅ∗

ｋ Ｎ∗（ ｔｋ） ＋ Ｎ（Ｔ） ＝ Ｎ０ －
Ｄ

θ
θ＋１
０ － Ｄ０

Ｂ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

＋


ｎ

ｋ ＝ １

１ － Ｄ
θ

θ＋１
ｋ－１

Ｂｋ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

－
Ｄ

θ
θ＋１
ｋ － Ｄｋ

Ｂｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

１ － Ｄ
１

θ＋１
ｎ

Ｂｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

． （２０）

证明 　 （ ｉ） 首先，由于脉冲微分系统（１） 的解 Ｎ（ ｔ） 连续依赖于收获努力量 Ｅ ＝ （Ｅ０，Ｅ１，…，Ｅｎ），因而

总收获量 Ｊ（Ｅ） 也连续依赖于 Ｅｋ（ｋ ∈ Ｉ），又因为允许集 Ｄ 是一个有界闭集，因此优化控制策略一定存在．
即存在 Ｅ∗ ∈ Ｄ 使得

　 　 　 　 Ｊ（Ｅ∗） ＝ ｍａｘ
Ｅ∈Ｄ

Ｊ（Ｅ） ．

其次，由于脉冲微分系统的极值原理给出了优化控制策略应满足的必要条件［１３］，而前面应用极值原

理所获得的奇异策略又是唯一满足该必要条件的控制策略．因此优化控制问题（１），（５），（６） 的最优控制

策略为 Ｅ∗ ＝ （Ｅ∗
０ ，Ｅ∗

１ ，…，Ｅ∗
ｎ ），其中 Ｅ∗

ｋ 由（１８） 式给出，优化路径 Ｎ∗
ｋ （ｋ ∈ Ｉ） 由（１７） 式给出．

（ ｉｉ） 将（１５） 式代入（１３） 式，即有

　 　 　 　 Ｎ∗（ ｔｋ＋１） ＝ １ － Ｄ
１

θ＋１
ｋ( )

１
θ Ｂ － １

θ
ｋ ，ｋ ∈ Ｉ，

从而 Ｎ∗（Ｔ） ＝ １ － Ｄ
１

θ＋１
ｎ( )

１
θ Ｂ － １

θ
ｎ ．将 Ｅ∗

ｋ ，Ｎ∗（ ｔｋ） 以及 Ｎ∗（Ｔ） 代入 Ｊ（Ｅ∗） 即可得到（２０） 式．证毕．

２　 受阻情形下的优化控制策略

由上面讨论可知，当条件（１９） 都满足时，优化控制策略由定理 ２ 给出．如果种群初使数量较少或种群

增长率较低，条件（１９） 不一定能保证都成立．当（１９） 中有条件不满足时，优化控制策略又当如何确定呢？
就当前所知，关于这类问题目前还未见到有关研究结果．目前所见到的大多数文献，均是考虑当与条件

（１９） 相类似的条件成立时的优化控制策略［３，１４－１６］ ．下面将研究当（１９） 中有条件不满足时的优化控制策

略，本文称此情形为受阻情形下的优化控制问题．
为了下面研究方便，将脉冲收获系统（１） 改写成下面形式：
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Ｎ′（ ｔ） ＝ ｒ（ ｔ）Ｎ（ ｔ） － ｍ（ ｔ）Ｎθ＋１（ ｔ），　 ｔ ≠ ｔｋ，

Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ＝ Ｎ（ ｔｋ） － ｈｋ，　 　 　 　 　 　 　 ｔ ＝ ｔｋ，
Ｎ（ ｔ０） ＝ Ｎ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２１）

在系统（２１） 中，ｈｋ ＝ ＥｋＮ（ ｔｋ） 表示在 ｔｋ 时刻的收获量．通过选择 ｈ ＝ （ｈ０，ｈ１，…，ｈｎ） 作为控制变量，目
的是在下面限制条件之下：

　 　 　 　 ｈｋ ≥ ０，Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ≥ ０，ｋ ∈ Ｉ ＝ ｛０，１，…，ｎ｝， （２２）
使得目标泛函

　 　 　 　 Ｊ（ｈ） ＝ 
ｎ

ｋ ＝ ０
ｈｋ ＋ Ｎ（Ｔ） （２３）

取到最大值．
为简便起见，记系统（２１） ～ （２３） 所描述的收获问题为 ＨＰ［ ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ，Ｔ］ ．

２．１　 初始受阻情形 　 如果种群初始数量较少，使得由（１６） 式所确定的 ｈ∗
０ ＜ ０，这蕴含着（１９） 中的第 １

式不满足，本文称此情形为初始受阻情形，本小节将讨论在此情形下的优化控制策略．
从本质上考虑，为了保证 Ｊ（ｈ） 能获得最大值，应该使种群在每个区间（ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 上获得最大的增长．为

此定义下面函数：

　 　 　 　 ｆ（Ｎ（ ｔ ＋ｋ ）） ＝ Ｎ（ ｔｋ＋１） － Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ＝
Ｎ（ ｔ ＋ｋ ）

（Ｄｋ ＋ Ｂｋ（Ｎ（ ｔ
＋
ｋ ）） θ）

１
θ

－ Ｎ（ ｔ ＋ｋ ）， （２４）

这里 ｆ（Ｎ（ ｔ ＋ｋ ）） 表示种群在区间（ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 内的增长量．首先证明下面结果：
定理 ３　 函数 ｆ（Ｎ（ ｔ ＋ｋ ）） 在 Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ＝ Ｎ∗

ｋ 处取得最大值；当 Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ≤ Ｎ∗
ｋ 时，ｆ（Ｎ（ ｔ ＋ｋ ）） 为增函数，当

Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ≥ Ｎ∗
ｋ 时，ｆ（Ｎ（ ｔ ＋ｋ ）） 为减函数，其中 Ｎ∗

ｋ 由（１７） 式确定．

证明 　 令 ｆ（ｘ） ＝ ｘ

（Ｄｋ ＋ Ｂｋｘθ）
１
θ

－ ｘ，则 ｆ（ｘ） 的导数为

　 　 　 　 ｆ ′（ｘ） ＝
Ｄｋ － （Ｄｋ ＋ Ｂｋｘθ）

θ＋１
θ

（Ｄｋ ＋ Ｂｋｘθ）
θ＋１
θ

． （２５）

令 ｆ ′（ｘ） ＝ ０ 得到

　 　 　 　 ｘ ＝
Ｄ

θ
θ＋１
ｋ － Ｄｋ

Ｂｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

＝ Ｎ∗
ｋ ．

又因为

　 　 　 　 ｆ ″（ｘ） ＝ － （θ ＋ １）Ｂ
１
θ
ｋ （１ － Ｄ

１
θ＋１
ｋ ）

θ－１
θ ＜ ０，

因此 ｆ（ｘ） 在 ｘ ＝ Ｎ∗
ｋ 处取得最大值，当 Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ≤ Ｎ∗

ｋ 时，ｆ（Ｎ（ ｔ ＋ｋ ）） 为增函数，当 Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ≥ Ｎ∗
ｋ 时，ｆ（Ｎ（ ｔ ＋ｋ ））

为减函数．证毕．
注 １　 由定理 ３ 可知优化路径应是与奇异路径尽可能接近的路径，本文将其称为优化准则．
注 ２　 因为Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ＝ Ｎ∗

ｋ 使得种群在区间（ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 内获得最大增长量，为了强调Ｎ∗
ｋ 与（ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 之间的

关系，在下文中将 Ｎ∗
ｋ 记为 Ｎ∗（ ｔｋ，ｔｋ＋１］ ．

在下文中将系统（１） 满足初值条件 Ｎ（ ｓ） ＝ ｘ 的唯一解记为 Ｎ（ ｔ；ｓ，ｘ） ．特别地，允许 ｓ ＜ ｔ．
由定理 ３ 容易证明下面结论：
定理 ４　 对于 ＨＰ［ ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ，Ｔ］，通过（１６） 式计算 ｈ∗

ｋ ，假设 ｈ∗
０ ＜ ０，而 ｈ∗

ｋ ≥０，ｋ ＝ １，２，…，ｎ，则优

化控制问题（２１） ～ （２３） 的最优控制策略 π ＝ （ｈ０，ｈ１，…，ｈｎ） 为：
　 　 　 　 ｈ０ ＝ ０，
　 　 　 　 Ｎ（ ｔ０） ＝ Ｎ０，Ｎ（ ｔｋ）Ｎ（ ｔｋ；ｔｋ－１，Ｎ（ ｔ

＋
ｋ－１）），
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　 　 　 　 ｈｋ ＝ ｍａｘ｛０，Ｎ（ ｔｋ） － Ｎ∗
ｋ ｝，　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ． （２６）

证明 　 （ ｉ） 首先，由题设条件 ｈ∗
０ ＜ ０，即有 Ｎ（ ｔ０） ＝ Ｎ０ ＜ Ｎ∗

０ ．若取 ｈ０ ＞ ０，则以 Ｎ（ ｔ ＋０ ） ＝ Ｎ０ 为初值的

解与以 Ｎ（ ｔ ＋０ ） ＝ Ｎ０ － ｈ０ 为初值的解相比较，在区间（ ｔ０，ｔ１］ 内前者与奇异路径更接近，因此由定理 ３ 及注 １
可知，选择 Ｎ（ ｔ ＋０ ） ＝ Ｎ０，即令 ｈ０ ＝ ０ 可以使种群在区间（ ｔ０，ｔ１］ 上的增长量达到最大，因此在 ｔ ＝ ｔ０ 处的优化

收获量应为 ｈ０ ＝ ０．
（ ｉｉ） 在 ｈ０ ＝ ０ 的基础上，关于 ｔ ＝ ｔ１ 时刻的优化收获量，需考虑下面 ２ 种情形：
（ａ） 如果Ｎ（ ｔ１；ｔ０，Ｎ０） ＜ Ｎ∗

１ ，在这种情形下，按照与（ ｉ） 中相同的推理可知取 ｈ１ ＝ ０是 ｔ ＝ ｔ１ 处的最优

收获量．
（ｂ） 如果 Ｎ（ ｔ１；ｔ０，Ｎ０） ≥ Ｎ∗

１ ，在这种情形下，如果取 ｈ１ ＝ Ｎ（ ｔ１；ｔ０，Ｎ０） － Ｎ∗
１ ，这时在 ｔ ＝ ｔ１ 时从

Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ＝Ｎ（ ｔ１；ｔ０，Ｎ０） － ｈ１ ＝ Ｎ∗
１ 出发的解在区间（ ｔ１，ｔ２］ 内与奇异路径重合，则由定理 ３ 及优化准则可知，

ｈ１ ＝ Ｎ（ ｔ１；ｔ０，Ｎ０） － Ｎ∗
１ 是 ｔ ＝ ｔ１ 时刻的最优收获量．

由定理 ４ 条件可知，在此情形下进一步可获得 ｔ ＝ ｔｋ（ｋ ＝ １，２，…，ｎ） 各时刻的优化收获量为：
　 　 　 　 ｈｋ ＝ Ｎ（ ｔｋ；ｔｋ－１，Ｎ

＋
ｋ－１） － Ｎ∗

ｋ ，ｋ ＝ ２，３，…，ｎ．
（ ｉｉｉ） 如果（ ｉｉ） 中的情形（ａ） 发生，那么关于 ｔ ＝ ｔ２ 时刻的优化收获问题，又需分别考虑Ｎ（ ｔ２；ｔ０，Ｎ０） ＜

Ｎ∗
２ 及 Ｎ（ ｔ２；ｔ０，Ｎ０） ≥ Ｎ∗

２ ２ 种情况，并可得到与（ ｉｉ） 类似的结果．
以此类推，即可知优化收获问题（２１） ～ （２３） 的最优控制策略由（２６） 给出．证毕．

２．２　 基本受阻情形 　 考虑下面收获系统：

　 　 　 　
Ｎ′（ ｔ） ＝ ｒ（ ｔ）Ｎ（ ｔ） － ｍ（ ｔ）Ｎθ＋１（ ｔ），　 ｔ ≠ ｔ０，ｔ１，

Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ＝ Ｎ（ ｔｋ） － ｈｋ，　 　 　 　 　 　 　 ｔ ＝ ｔ０，ｔ１，
Ｎ（ ｔ０） ＝ Ｎ０ ＞ ０．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２７）

在系统（２７） 中，允许在 ｔ ＝ ｔ０，ｔ１ 时刻进行收获．如果种群增长率较低，则由（１６） 式所求得的 ｈ∗
１ 可能具

有性质 ｈ∗
１ ＜ ０，这意味着（１９） 式中 ｋ ＝ １ 时的条件不满足，本文称此情形为基本受阻情形．

本小节主要研究在基本受阻情形下的优化收获问题．通过选择 ｈ ＝ （ｈ０，ｈ１） 作为控制变量，在下面限制

条件之下：
　 　 　 　 ｈ０ ≥ ０，ｈ１ ≥ ０，Ｎ（ ｔ） ＞ ０，　 ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］， （２８）

对于不同初始数量的种群，确定 ｈ０，ｈ１ 的值，使得下面目标泛函：
　 　 　 　 Ｊ（ｈ） ＝ ｈ０ ＋ ｈ１ ＋ Ｎ（Ｔ） （２９）

获取最大值．此时称 Ｊ（ｈ） 取得最大值的控制 ｈ ＝ （ｈ０，ｈ１） 为收获问题 ＨＰ［ ｔ０，ｔ１，Ｔ］ 的最优控制策略，记为

π∗ ＝ （ｈ０，ｈ１） ．
关于上面的优化控制问题，本文有下面结论：
定理 ５　 对于由（２７） ～ （２９） 所确定的 ２ 次收获问题 ＨＰ［ ｔ０，ｔ１，Ｔ］，假设由（１６） 式计算得到的 ｈ∗

１ ＜
０，则该收获问题的最优收获策略 π∗ ＝ （ｈ０，ｈ１） 可以通过以下步骤得到：

（ ｉ） 首先令 ｈ１ ＝ ０，这样收获问题 ＨＰ［ ｔ０，ｔ１，Ｔ］ 将转化为一次收获问题 ＨＰ［ ｔ０，Ｔ］；
（ ｉｉ） 对于收获问题 ＨＰ［ ｔ０，Ｔ］，计算新的奇异种群水平

　 　 　 　 Ｎ∗
０ ＝ Ｎ∗（ ｔ０，Ｔ］ ＝

Ｄ
θ

θ＋１
０ － Ｄ０

Ｂ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
θ

， （３０）

其中

　 　 　 　 Ｄ０ ＝ ｅｘｐ － θ∫Ｔ
ｔ０
ｒ（ ｔ）ｄｔ{ } ，Ｂ０ ＝ θ∫Ｔ

ｔ０
ｅｘｐ － θ∫Ｔ

ｓ
ｒ（σ）ｄσ{ } ｍ（ ｓ）ｄｓ．

（ ｉｉｉ） 对于不同的初始种群 Ｎ（ ｔ０） ＝ Ｎ０，收获问题 ＨＰ［ ｔ０，ｔ１，Ｔ］ 的最优收获策略为：
　 　 　 　 ｈ０ ＝ ｍａｘ｛０，Ｎ０ － Ｎ∗

０ ｝，ｈ１ ＝ ０． （３１）
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证明 　 （ ｉ） 首先对于优化问题（２７） ～ （２９），由定理 ３ 及优化准则可知，优化路径应与奇异路径是尽

可能接近的，因此无论初始种群 Ｎ（ ｔ０） ＝ Ｎ０ 为何值，选择 ｈ１ ＝ ０ 都是最优的．
（ ｉｉ） 根据前面的讨论，要使种群在区间（ ｔ０，Ｔ］ 内获得最大的增长，应该取 Ｎ（ ｔ ＋０ ） ＝ Ｎ∗

０ ．又因为 ｈ１ ＝ ０，
这时 ２ 次收获问题 ＨＰ［ ｔ０，ｔ１，Ｔ］ 自然地转化成了一次收获问题 ＨＰ［ ｔ０，Ｔ］，而由 Ｎ（ ｔ ＋０ ） ＝ Ｎ∗

０ 所确定的系统

（２７） 的解不一定能保证在整个区间（ ｔ０，Ｔ］ 内增长最大．显然要得到最大的总收获量，应该使（ ｔ０，Ｔ］ 内种

群的增长最快．此时应该将ＨＰ［ ｔ０，Ｔ］ 作为一个新的一次收获问题来考虑，故应重新求解ＨＰ［ ｔ０，Ｔ］ 在 ｔ０ 时
刻的奇异种群水平，这即为（３０） 式所给出的 Ｎ∗

０ ＝ Ｎ∗（ ｔ０，Ｔ］ ．进一步对一次收获问题 ＨＰ［ ｔ０，Ｔ］，由定理 ４
可求得优化收获策略为：

　 　 　 　 ｈ０ ＝ ｍａｘ｛０，Ｎ０ － Ｎ∗
０ ｝ ．

（ ｉｉｉ） 综合（ ｉ），（ ｉｉ） 的讨论可知基本受阻情形下收获问题 ＨＰ［ ｔ０，ｔ１，Ｔ］ 的最优收获策略即为：
　 　 　 　 ｈ０ ＝ ｍａｘ｛０，Ｎ０ － Ｎ∗

０ ｝，ｈ１ ＝ ０． （３２）
其中 Ｎ∗

０ 由（３０） 式给出．证毕．

３　 数值模拟

前 ２ 节从理论上研究获得了收获问题 ＨＰ［ ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ，Ｔ］ 的奇异控制策略，并在此基础上研究了在奇

异控制受阻情形下的最优收获策略，本节将通过具体的收获模型验证前面所得理论结果的正确性．
（ ｉ） 初始受阻情形下的最优收获策略． 在系统 （２１） 中， 首先选取各参数为 ｒ（ ｔ） ＝ ０．６，ｍ（ ｔ） ＝

ｅｘｐ｛ － ０．５ｔ｝，θ ＝ ２，并假设在给定时间周期［ ｔ０，Ｔ］ ＝ ［２５，３０］ 内，分别在 ｔ０ ＝ ２５，ｔ１ ＝ ２７ 时刻进行收获．由
（１７），（１６） 式可确定奇异收获策略，得到 Ｎ∗

０ ＝ １９４．１１５ ９，Ｎ∗
１ ＝ ２８７．５１ 以及 ｈ∗

１ ＝ ４３２ － Ｎ∗
１ ＝ １４４．４９ ＞ ０．

当取初值 Ｎ０ ＝ １９０ 时，由于 Ｎ０ ＜ Ｎ∗
０ ，因此收获问题 ＨＰ［２５，２７，３０］ 为初始受阻情形下的优化收获问

题，那么由定理 ４可确定最优收获策略为π１ ＝ （ｈ０，ｈ１） ＝ （０，１４０．２９１ ４），此时Ｎ（３０） ＝ ９５４．５３６ ４，把在该收

获策略下种群在［２５，３０］ 时间段内的总收获量记为 Ｊ（π１），则 Ｊ（ｈ０，ｈ１） ＝ ｈ０ ＋ ｈ１ ＋ Ｎ（３０） ＝ １ ０９４．８．
首先固定 ｈ１ ＝ １４０．２９１ ４，而使 ｈ０ 在满足（２２） 式的条件下变化，则可以得到该收获问题的一个可行策

略集 Ｓ１ ＝ ｛（ｈ０，ｈ１） ＝ （ｈ０，１４０．２９１ ４） ｜ ０ ≤ ｈ０ ＜ １９０），如果将由 Ｓ１ 中策略所确定的系统（２１） 的解在 ｔ ＝
３０ 时的值记为Ｎ（３０，ｈ０），则在时间周期［２５，３０］ 内种群的总收获量为 Ｊ ＝ Ｊ１（ｈ０） ＝ ｈ０ ＋ １４０．２９１ ４ ＋ Ｎ（３０，
ｈ０） ．Ｊ ＝ Ｊ１（ｈ０） 的关系由图 １ 表示．

如果固定 ｈ０ ＝ ０，令 ｈ１ 在满足（２２） 式的条件下变化，则可以得到该收获问题的一个可行策略集 Ｓ２ ＝
｛（ｈ０，ｈ１） ＝ （０，ｈ１） ｜ ０ ≤ ｈ１ ＜ ４２７．８０１ ４｝，类似地，将由 Ｓ２ 中策略所确定的在［２５，３０］ 时间段内的总收获

量记为 Ｊ ＝ Ｊ２（ｈ１） ＝ ｈ１ ＋ Ｎ（３０，ｈ１） ．Ｊ ＝ Ｊ２（ｈ１） 的关系由图 ２ 表示．
图 １（图 ２） 显示，当 ｈ０ ＝ ０（ｈ１ ＝ １４０．２９１ ４） 时，种群在［２５，３０］时间段内的总收获量最大．其结果表明

图 １　 Ｎ０ ＝１９０，收获曲线 Ｊ＝Ｊ１（ｈ０）
Ｆｉｇ．１ Ｈａｒｖｅｓｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｊ＝ Ｊ１（ｈ０），ｆｏｒ Ｎ０ ＝ １９０

图 ２　 Ｎ０ ＝１９０，收获曲线 Ｊ＝Ｊ２（ｈ１）
Ｆｉｇ．２ Ｈａｒｖｅｓｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｊ＝ Ｊ２（ｈ１），ｆｏｒ Ｎ０ ＝ １９０
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按照定理 ４ 给出的收获策略 π１ 进行收获，种群在［２５，３０］时间段内的总收获量最大．
（ ｉｉ） 基本受阻情形下的最优收获策略． 令系统（２１） 中 ｒ（ ｔ）＝ ０．３，其余参数与（ ｉ） 的中相同．则由（１７），

（１６） 以及（３０） 式可分别求得 Ｎ∗
０ ＝ １７２．６１８ １，Ｎ∗

１ ＝ ２９２．７５０ ７，Ｎ∗
０ ＝ １８８．５７０ ９ 及 ｈ∗

１ ＝ ２５７．５２６ ６ － Ｎ∗
１ ＜

０．由于 ｈ∗
１ ＜ ０，收获问题 ＨＰ［２５，２７，３０］ 为基本受阻情形下的收获问题．

（ａ） 首先考虑 Ｎ０ ＞ Ｎ∗
０ 的情形， 取 Ｎ０ ＝ ５００ ＞ １８８．５７０ ９． 由定理 ５ 可知最优收获策略为 π２ ＝

（ｈ０，ｈ１） ＝（３１１．４２９ １，０），以该优化策略进行收获可得Ｎ（３０） ＝ ５１２．４９１ １，因此在［２５，３０］ 时间段内最优收

获量 Ｊ（π２） ＝ ｈ０ ＋ ｈ１ ＋ Ｎ（３０） ＝ ８２３．９２０ ２．
如果固定 ｈ１ ＝ ０，而令 ｈ０ 在满足（２２） 式的条件下变化，类似地，可以得到该收获问题的一个可行策略

集 Ｓ３ ＝ ｛（ｈ０，ｈ１） ＝ （ｈ０，０） ｜ ０ ≤ ｈ０ ＜ ５００｝，在该策略集下种群在［２５，３０］ 时间段内的总收获量记为 Ｊ ＝
Ｊ３（ｈ０） ＝ ｈ０ ＋ Ｎ（３０，ｈ０） ．Ｊ ＝ Ｊ３（ｈ０） 关系由图 ３ 表示．

如果固定 ｈ０ ＝ ３１１．４２９ １，而令 ｈ１ 在满足（２２） 式的条件下变化，同样得到收获问题的一个可行策略集

Ｓ４ ＝ ｛（ｈ０，ｈ１） ＝ （３１１．４２９ １，ｈ１） ｜ ０ ≤ ｈ１ ＜ ２７２．７６７｝，在该策略集下种群在［２５，３０］ 时间段内的总收获量

记为 Ｊ ＝ Ｊ４（ｈ１） ＝ ３１１．４２９ １ ＋ ｈ１ ＋ Ｎ（３０，ｈ１） ．Ｊ ＝ Ｊ４（ｈ１） 的关系由图 ４ 表示．

图 ３　 Ｎ０ ＝５００，收获曲线 Ｊ＝Ｊ３（ｈ０）
Ｆｉｇ．３ Ｈａｒｖｅｓｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｊ＝ Ｊ３（ｈ０），ｆｏｒ Ｎ０ ＝ ５００

图 ４　 Ｎ０ ＝５００，收获曲线 Ｊ＝Ｊ４（ｈ１）
Ｆｉｇ．４ Ｈａｒｖｅｓｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｊ＝ Ｊ４（ｈ１），ｆｏｒ Ｎ０ ＝ ５００

　 　 图 ３（图 ４） 表明，当 ｈ０ ＝ ３１１．４２９ １（ｈ１ ＝ ０） 时种群在［２５，３０］，时间段内的总收获量最大，即按照定理

５ 给出的收获策略 π２ 是最优收获策略．
（ｂ） 对于 Ｎ０ ＜ Ｎ∗

０ 的情形，取 Ｎ０ ＝ １４０ ＜ １８８．５７０ ９，对于这个收获问题，由定理 ５ 可知最优收获策略

为 π３ ＝ （ｈ０，ｈ１） ＝ （０，０），以 π３ 收获时可知 Ｎ（３０） ＝ ４４９．５８３ ７，因此种群在［２５，３０］ 时间段内的最优收获

量为 Ｊ（π３） ＝ ｈ０ ＋ ｈ１ ＋ Ｎ（３０） ＝ ４４９．５８３ ７．
如果固定 ｈ１ ＝ ０，应用可行策略集 Ｓ５ ＝ ｛（ｈ０，ｈ１） ＝ （ｈ０，０） ｜ ０≤ ｈ０ ＜ １４０｝ 中的策略进行收获．在［２５，

３０］ 时间段内的总收获量记为 Ｊ ＝ Ｊ５（ｈ０） ＝ ｈ０ ＋ Ｎ（３０，ｈ０） ．Ｊ ＝ Ｊ５（ｈ０） 的关系由图 ５ 表示．
如果固定 ｈ０ ＝ ０，应用可行策略集 Ｓ６ ＝ ｛（ｈ０，ｈ１） ＝ （０，ｈ１） ｜ ０ ≤ ｈ１ ＜ ２２１．７４４ ７｝ 中的策略进行收获，

在［２５，３０］ 时间段内的总收获量记为 Ｊ ＝ Ｊ６（ｈ１） ＝ ｈ１ ＋ Ｎ（３０，ｈ１） ．Ｊ ＝ Ｊ６（ｈ１） 的关系由图 ６ 表示．
图 ５，图 ６ 表明由定理 ５ 给出的收获策略 π３ 是最优收获策略．

４　 总　 结

本文研究了一类由非自治 Ｇｉｌｐｉｎ－Ａｙａｌａ 模型描述的脉冲收获系统的优化控制问题．在给定时间周期

内对种群进行多次收获，考虑如何选择收获努力量使种群在该周期内的总收获量达到最大，寻求最优收获

策略．首先利用脉冲微分系统的极值原理获得了优化问题的奇异控制，如果奇异控制是可行的，则由极值

原理知其即为最优收获策略（定理 ２） ．在文献［３］中得到的关于 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 脉冲控制收获问题的最优控制即

是在奇异控制可行的条件下得到的，但是对于奇异控制所需的条件不满足时的优化控制如何确定并未进
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图 ５　 Ｎ０ ＝１４０，收获曲线 Ｊ＝Ｊ５（ｈ０）
Ｆｉｇ．５ Ｈａｒｖｅｓｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｊ＝ Ｊ５（ｈ０），ｆｏｒ Ｎ０ ＝ １４０

图 ６　 Ｎ０ ＝１４０，收获曲线 Ｊ＝Ｊ６（ｈ１）
Ｆｉｇ．６ Ｈａｒｖｅｓｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｊ＝ Ｊ６（ｈ１），ｆｏｒ Ｎ０ ＝ １４０

行研究．因此本文选择了推广的 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型－Ｇｉｌｐｉｎ－Ａｙａｌａ 脉冲收获系统进一步研究了这类优化控制问题．
首先研究了种群增长量与收获努力量的关系，得到一个基本的优化原理：最优路径应该与奇异路径尽可能

接近（定理 ３） ．以此为基础，研究确定了对于不同初始数量的种群，在 ２ 种不同受阻情形下的优化控制策

略（定理 ４，定理 ５） ．本文的主要结果推广改进了文献［３］中的相关结论．
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