
 

变分法研究一类分数阶微分方程

边值问题解的存在性

黎文博，周文学**，吴亚斌，张     敏
(兰州交通大学  数理学院，甘肃  兰州　730070)

摘要：利用一类分数阶微分方程边值问题的变分法, 建立了该边值问题解存在的充分条件. 然后将问题归

结为一个等价的积分形式, 使得边值问题的解被定义为对应泛函的临界点. 最后利用山路引理，建立了该边值

问题解的存在性.
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分数阶微分方程一直备受关注，这是因为分数阶微积分理论本身的深入发展以及这种结构在物理、

力学、化学、工程、生物学、地质学以及控制理论、信号理论、纳米科学等各个科学领域的应用[1-3]. 其中，

分数阶微分方程边值问题作为分数阶微分方程理论中的一个重要问题，也得到众多学者关注，但其绝大部

分工作均基于 Riemann-Liouville或 Caputo分数阶导数[4-9].
临界点理论在处理具有某些边界条件的整数阶微分方程解的存在性和多重性方面非常有用 [10-13]. 但

是到目前为止，利用临界点理论，通过变分方法来研究分数阶边值问题解的存在性报道相对较少[14-21].
Jiao等在文献 [17]中利用临界点理论研究了分数阶边值问题{
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解的存在性. 其中  ，  和   分别为左、右 Riemann-Liouville分数阶导数，  是
给定的函数，  为 F 在 x 处的梯度.

Bai等在文献 [18]中利用变分方法研究了扰动非线性分数阶边值问题{
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a : [0,T ]→ R, F : R→ R和g : [0,T ]→ R
解的存在性 . 其中   ，  和    分别为左、右 Riemann-Liouville分数阶导数，  为非负参数，

 是 3个连续的函数.
受以上工作启发，本文利用临界点理论，通过变分方法研究分数阶边值问题 (BVP)
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解的存在性. 其中   和   分别为   阶左、右 Caputo分数阶导数，  是一个连

续函数 ，  为 F 在 x 处的梯度.
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 1    预备知识
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定义 1[22]　左右 Riemann-Liouville分数阶导数，设   f 是一个定义在    上的函数 . 用    和
 表示函数 f 的左、右 γ阶 Riemann-Liouville分数阶导数分别被定义为
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注 1　如果  ，那么很明显 f 存在   阶的黎曼−刘维尔分数阶积分. 另一方面，如果

，那么在    上存在    阶黎曼−刘维尔分数阶导数，其中  
 表示在   上有 k 次连续可微的映射集，  是在   上绝对连续的函数空间，

 是函数  f 的空间，使得    和   . 特别有

.

 2    分数阶导数空间

t ∈ [0,T ] 1 ⩽ p <∞对于任何固定的   和  ，有
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ξ ∈ [0, t] t ∈ [0,T ]引理 1　设  ， ，对于任何一个   和  ， ，我们有∥∥∥0D−αξ f
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p = 1 t ∈ [0,T ]证明　受 Young定理[23] 启发，我们可以证明 (2)式. 事实上，如果   且对于任意  ，我们有
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 3    变分结构
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òã在本节中，我们将建立一个变分结构，使我们能够将 BVP(1) 解的存在性简化为寻找定义在空间

 和  上的对应泛函的临界点.
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首先，利用 Caputo分数阶导数的性质，对于任意  ，BVP(1)可变换为
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此外，根据定义 2，很明显   是 BVP(11)的一个解，当且仅当 u 是以下问题
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的解. 其中， . 因此，我们求出了 BVP(12)的解 u，在   的条件下，就对
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下面我们给出 BVP(12)的解的定义.
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Eα = Eα,2
0 ∥u∥α = ∥u∥α,2

(
∥u∥α,p =

∥∥0Dα
t u
∥∥

Lp =

Åw T

0

∣∣0Dα
t u
∣∣pdt
ã 1

p
)

接下来，我们在 Hilbert空间   中用范数 

处理 BVP(12).
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t ũ (t) , tDα
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另一方面，利用 Young不等式，我们有∣∣∣∣w T
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我们现在的任务是在   上建立一个变分结构 . 此外，我们将证明该泛函的临界点是

BVP(11)的解，因此也是 BVP(1)的解.
L : [0,T ]×RN ×RN ×RN → R定理 1　设   定义为
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)   对于每一个    在   t 上可测，对于几乎每一个    在  x 上连续可微且存在

，使得

|F (t, x)| ⩽ m1 (|x|)m2 (t) , |∇F (t, x)| ⩽ m1 (|x|)m2 (t) , x ∈ RN且t ∈ [0,T ] .

α ∈
Å

1
2
,1
ò

φ如果  ，那么函数   定义为

φ (u) =
w T

0
L
(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t)

)
dt =

w T

0

ï
−1

2
(

0Dα
t u (t) , tDα

T u (t)
)
−F (t,u (t))

ò
dt,

Eα u,v ∈ Eα且在   上是连续可微的，对于任意的   有⟨
φ′ (u) ,v

⟩
=

w T

0

(
DxL

(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t)

))
dt+

w T

0

(
DyL

(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t) , 0Dα

t v (t)
))

dt+w T

0

(
DzL

(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t) , tDα

T v (t)
))

dt =

−
w T

0

1
2
[(

0Dα
t u (t) , tDα

T v (t)
)
+
(

tDα
T u (t) , 0Dα

t v (t)
)]

dt−
w T

0
(∇F (t,u (t)) ,v (t))dt. (16)

t ∈ [0,T ]
[
x,y,z

]
∈ RN ×RN ×RN证明　首先，对于任意的   和每一个  ，有

|L (t, x,y,z)| ⩽ m1 (|x|)m2 (t)+
1
4
(
|y|2+ |z|2

)
, (17)

|DxL (t, x,y,z)| ⩽ m1 (|x|)m2 (t) , (18)∣∣DyL (t, x,y,z)
∣∣ ⩽ 1

2
|z|和 |DzL (t, x,y,z)| ⩽ 1

2
|y| . (19)

φ φ′ (u) ∈ (Eα)∗

φ′ : Eα→ (Eα)∗ u→ φ′ (u)

然后，通过文献 [24]定理 1.4可得，  在每一点 u 上有一个由 (16)式给出的方向导数  ，并且映

射  ，  是连续的.
φ Eα Eα

t ∈ [0,T ] λ ∈ [−1,1]

(1) 由注 2和 (17)式可以很容易得出   在   上处处有限. 下面让我们定义，对于固定在   上的 u 和
v，以及  ， ，有
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G (λ, t) = L
(
t,u (t)+λv (t) , 0Dα

t u (t)+λ0Dα
t v (t) , tDα

T u (t)+λtDα
T v (t)

)
和

ψ (λ) =
w T

0
G (λ, t)dt = φ (u+λv) .

ψ我们将对   应用积分符号下的牛顿莱布尼兹公式. 由 (18)和 (19)式，我们有

|DλG (λ, t)| =
∣∣DxL

(
t,u (t)+λv (t) , 0Dα

t u (t)+λ0Dα
t v (t) , tDα

T u (t)+λtDα
T v (t)

)
,v (t)

∣∣ +∣∣DyL
(
t,u (t)+λv (t) , 0Dα

t u (t)+λ0Dα
t v (t) , tDα

T u (t)+λtDα
T v (t)

)
, 0Dα

t v (t)
∣∣+∣∣DzL

(
t,u (t)+λv (t) , 0Dα

t u (t)+λ0Dα
t v (t) , tDα

T u (t)+λtDα
T v (t)

)
, tDα

T v (t)
∣∣ ⩽

m1 (|u (t)+λv (t)|)m2 (t) |v (t)|+ 1
2

∣∣tDα
T u (t)+λtDα

T v (t)
∣∣ ∣∣0Dα

t v (t)
∣∣ +

1
2

∣∣0Dα
t u (t)+λ0Dα

t v (t)
∣∣ ∣∣tDα

T v (t)
∣∣ ⩽ m0m2 (t) |v (t)|+ 1

2

∣∣tDα
T u (t)

∣∣ ∣∣0Dα
t v (t)

∣∣+
1
2

∣∣0Dα
t u (t)

∣∣ ∣∣tDα
T v (t)

∣∣+ ∣∣0Dα
t v (t)

∣∣ ∣∣tDα
T v (t)

∣∣ ,
其中

m0 = max
(λ,t)∈[−1,1]×[0,T ]

m1 (|u (t)+λv (t)|) .

m2 ∈ L1 ([0,T ] ,R+
)

[0,T ]由于  ，v 在   连续，根据注 2，有

|DλG (λ, t)| ⩽ d (t) ,

d ∈ L1 ([0,T ] ,R+
)

其中  . 因此，莱布尼兹公式是适用的，

d
dλ
ψ (0) =

w T

0
DλG (0, t)dt =

w T

0

(
DxL

(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t)

)
,v (t)

)
dt+

w T

0

(
DzL

(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t)

)
, tDα

T v (t)
)
dt.

然而 ∣∣DxL
(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t)

)∣∣ ⩽ m1 (|u (t)|)m2 (t) ,∣∣DyL
(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t)

)∣∣ ⩽ 1
2

∣∣tDα
T u (t)

∣∣ ,
∣∣DzL

(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t)

)∣∣ ⩽ 1
2

∣∣0Dα
t u (t)

∣∣ ,
因此，根据注 2和 (10)式，⟨

φ′ (u) ,v
⟩
=

w T

0

(
DxL

(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t) ,v (t)

))
dt+

w T

0

(
DyL

(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t) , 0Dα

t v (t)
))

dt+w T

0

(
DzL

(
t,u (t) , 0Dα

t u (t) , tDα
T u (t) , tDα

T v (t)
))

dt ⩽

c1∥u∥∞+ c2
∥∥0Dα

t v (t)
∥∥

L2 + c3
∥∥tDα

T v (t)
∥∥

L2 ⩽ c1∥u∥∞+ c2∥v∥α+
c3

|cos(πα)| ∥v∥α ⩽ c4∥v∥α.

c1 c2 c3 c4 φ φ′ (u) ∈ (Eα)∗其中， ， ，  和   是正常数. 因此，  在 u 处有一个由 (16)式给出的方向导数  .
Eα L1([0,T ] ,RN)×L2 ([0,T ] ,RN)×L2([0,T ] ,RN)(2) 通过Krasnosel’skii定理，(18)和 (19)式表明映射为   到 

且定义为

u→
(
DxL

(
g,u, 0Dα

t u, tDα
T u
)
,DyL

(
g,u, 0Dα

t u, tDα
T u
)
,DzL

(
g,u, 0Dα

t u, tDα
T u
))

φ′ Eα (Eα)∗是连续的，因此   从   到   是连续的. 证毕.

α ∈
Å

1
2
,1
ò

φ u ∈ Eα φ′ (u) = 0定理 2　设   且   由 (15)式定义. u 满足 (H1)且   是对应欧拉方程  ，那么 u 是

BVP(12)的解，当然，它对应于 BVP(1)的解.
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证明　根据定理 1，定义 2，有

0 =
⟨
φ′ (u) ,v

⟩
= −

w T

0

1
2
[(

0Dα
t u (t) , tDα

T v (t)
)
+
(

tDα
T u (t) , 0Dα

t v (t)
)]

dt−
w T

0
∇F (t,u (t) ,v (t))dt =

w T

0

1
2
(c

0Dα+1
t
(

0Dα
t u (t)

)
,v′ (t)

)
− 1

2
(c

t Dα+1
T
(

tDα
T u (t)

)
,v′ (t)

)
dt−

w T

0
∇F (t,u (t) ,v (t))dt. (20)

ω ∈C
(
[0,T ] ,RN

)
下面定义   为

ω (t) =
w T

0
∇F (t,u (t))dt, t ∈ [0,T ]，

使得
w T

0

(
ω (t) ,v′ (t)

)
dt =

w T

0

[w t

0

(
∇F (s,u (s)) ,v′ (t)

)
dt
]
dt.

v (T ) = 0根据富比尼定理和  ，有w T

0

(
ω (t) ,v′ (t)

)
dt =

w T

0

[w t

0

(
∇F (s,u (s)) ,v′ (t)

)
ds
]
dt =

w T

0
∇F (s,u (s) ,v (T )− v (s))ds =

−
w T

0
∇F (s,u (s) ,v (s))ds.

v ∈ Eα因此，通过 (20)式，对于任意   有w T

0

Å
1
2

c
0Dα+1

t
(

0Dα
t u (t)

)
− 1

2
c
t Dα+1

T
(

tDα
T u (t)

)
+ω (t) ,v′ (t)

ã
dt = 0. (21)(

e j
)

RN v ∈ Eα如果   表示   的正则基，我们可以选择   使得

v(t) = sin
2kπ t

T
e j v(t) = e j− cos

2kπ t
T

e j k = 1, · · · j = 1, · · · ,N 或  ， ，N和  .

[0,T ]傅里叶级数理论和 (20)式表明在   上
1
2

c
0Dα

t
(

0Dα
t u (t)

)
− 1

2
c
t Dα

T
(

tDα
T u (t)

)
+ω (t) =C,C ∈ RN .

ω ∈C
(
[0,T ] ,RN

)
根据   的定义有

1
2

c
0Dα

t
(

0Dα
t u (t)

)
− 1

2
c
t Dα

T
(

tDα
T u (t)

)
= −

w T

0
∇F (t,u (t))dt+C. (22)

∇F (·,u (·)) ∈ L1 ([0,T ] ,RN) Dα (u (t))由于  ，我们确定 (13)式给出的等价类   及其连续表示

Dα (u (t)) =
1
2

c
0Dα+1

t
(

0Dα
t u (t)

)
− 1

2
c
t Dα+1

T
(

tDα
T u (t)

)
= −

w T

0
∇F (t,u (t))dt+C. (23)

−∇F (·,u (·)) Dα (u (t)) [0,T ]因此，由 (23)式和勒贝格理论的一个经典结果可知   是   在   上的经典导数，这意味

着定义 4得到了验证.
u ∈ Eα u ∈ AC

(
[0,T ] ,RN

)
由于   蕴含着  ，还需要证明 u 满足 BVP(12). 事实上，根据 (23)式，我们可以

得到

d
dt

Dα (u (t)) =
d
dt

Å
1
2

c
0Dα

t
(

0Dα
t u (t)

)
− 1

2
c
t Dα

T
(

tDα
T u (t)

)ã
= −∇F (t,u (t)) .

u ∈ Eα u (0) = u (T ) = 0 φ Eα此外，  蕴含着  ，因此 (1)式得到验证，且定理 1给出的   是   上的泛函. 证毕.

 4    BVP(1)解的存在性

C1 (H,RN)令 H 是一个实 Banach空间，  是 Fréchet可微且其 Fréchet导数在 H 上连续.
ψ ∈C1 (H,RN) {uk} ⊂ H {ψ (uk)} ψ′ (uk)→ 0

{uk} ψ

引理 6[22] 设  . 如果对于任意的点列  ，由   有界且   可推得点列

 有收敛子列，那么称   满足 Palais-Smale(简记为 P.S.条件).
ψ : H→ RN引理 7[22] 设 H 是一个自反的实 Banach空间. 如果泛函   是弱下半连续的且是强制的，即
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lim
∥z∥→∞

ψ (z) = +∞ z0 ∈ H ψ′ (z0) = inf
z∈H

ψ (z) ψ ψ′ (z0) = 0，那么存在   使得  . 进一步，如果   是 Fréchet可微的，那么  .

C1 (H,RN)引理 8(山路引理)[22] 设 H 是一个实 Banach空间，  满足 P.S.条件. 如果：

ψ (0) = 0(i)  ；

ρ > 0 σ > 0 z ∈ H ∥z∥ = ρ ψ (z) ⩾ σ z1 ∈ H ∥z1∥ ⩾ ρ(ii) 存在  ，  使得对所有的   且   有  ；存在  ，  使得

ψ (z1) < σ.

ψ c ⩾ σ那么   有临界值  . 进一步，

c = inf
g∈

_
Ω

max
z∈g([0,1])

ψ (z) ,

Ω̄ = {g ∈C ([0,1] ,H) : g (0) = 0,g (1) = z1}其中  .
(H1)

φ

首先，我们利用引理 7考虑 BVP(1)解的存在性，假设条件   满足. 回想一下，在定理 1的设置中，

函数   由

φ (u) =
w T

0

ï
−1

2
(

0Dα
t u (t) , tDα

T v (t)
)
−F (t,u (t))

ò
dt

φ Eα给出，且根据定理 1知   是连续可微的，在   上也是弱下半连续函数.

α ∈
Å

1
2
,1
ò

(H1) u ∈ Eα H : Eα→ RN引理 9　设   且满足假设  . 如果  ，那么泛函  ，

H (u) = −1
2

w T

0

(
0Dα

t u (t) , tDα
T v (t)

)
dt,

Eα在   上是凸连续的. (
∥u∥α,p =

∥∥0Dα
t u
∥∥

Lp =

Åw T

0

∣∣0Dα
t u
∣∣pdt
ã 1

p
)

证明　连续性直接从 (13)式和   开始. 我们现在可以证明 H

的可凸性.
λ ∈ (0,1) u,v ∈ Eα ũ, ṽ R/ [0,T ]设  ，  和   分别是 u 和 v 在   上的零扩展. 由于 Caputo分数阶导数算子是线性

算子，我们由注释 2和 (15) 知

H ((1−λ)u+λv) =− 1
2

w T

0

(
0Dα

t ((1−λ)u (t)+λv (t)) , tDα
T ((1−λ)u (t)+λv (t))

)
dt =

− 1
2

w ∞
−∞

(
−∞Dα

t ((1−λ) ũ (t)+λṽ (t)) , tDα
∞ ((1−λ) ũ (t)+λṽ (t))

)
dt =

|cos (πα)|
2

w ∞
−∞

∣∣−∞Dα
t ((1−λ) ũ (t)+λṽ (t))

∣∣2dt =

|cos (πα)|
2

w ∞
−∞

(1−λ)
∣∣−∞Dα

t u (t)
∣∣2+λ∣∣−∞Dα

t ṽ (t)
∣∣2dt =

w ∞
−∞
−1−λ

2
(
−∞Dα

t ũ (t) , tDα
∞ũ (t)

)
− λ

2
(
−∞Dα

t ṽ (t) , tDα
∞ṽ (t)

)
dt =

w T

0

ï
−1−λ

2
(

0Dα
t u (t) , tDα

T u (t)
)
− λ

2
(

0Dα
t v (t) , tDα

T v (t)
)ò

dt = (1−λ) H (u)+λH (v) .

Eα这意味着 H 是一个定义在   上的凸泛函. 证毕.
φ φ

φ Eα u ∈ Eα lim
∥u∥α→∞

φ (u) = +∞ F (t, x)

根据以上论证，如果   是强制的，且由引理 7知   有一个最小值，因此 BVP (1)是可解的. 它还需要找

到   对   是强制性的条件，即对于  ，有  . 我们将看到，它足以要求   被一个函

数限制.

α ∈
Å

1
2
,1
ò

(H1)定理 3　设   且假设 F 满足条件  . 如果

|F (t, x)| ⩽
_
a |x|2+

_
b (t) |x|2−γ +

_
c (t) , t ∈ [0,T ] , x ∈ RN , (24)
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_
a ∈
ñ

0,
|cos(πα)|Γ2 (α+1)

2T 2α

å
γ ∈ (0,2)

_
b ∈ L

2
γ ([0,T ] ,R)

_
c ∈ L1 ([0,T ] ,R)其中， ， ，  和  ，那么 BVP(1)至少有一个弱

解 u.
φ (u) = inf

z∈Eα
φ (z) φ证明　根据以   上论证，我们的问题简化为证明   是强制的.

u ∈ Eα对于  ，由 (14), (24) 式和引理 3得出

φ (u) =
w T

0

ï
−1

2
(

0Dα
t u (t) , tDα

T u (t)
)
−F (t,u (t))

ò
dt = −1

2

w T

0

(
0Dα

t u (t) , tDα
T u (t)

)
dt−

w T

0
F (t,u (t))dt ⩾

|cos(πα)|
2

w T

0

∣∣0Dα
t u (t)

∣∣2dt−
_
a
w T

0
|u (t)|2dt+

w T

0

_
b (t) |u (t)|2−γdt+

w T

0

_
c (t)dt =

|cos(πα)|
2

∥u∥2α−
_
a∥u∥2L2 −

w T

0

_
b|u (t)|2−γdt− _

c1 ⩾

|cos(πα)|
2

∥u∥2α−
_
a∥u∥2L2 −

Çw T

0

∣∣∣_b (t)
∣∣∣ 2
γ dt

å γ
2 Åw T

0
|u (t)|2dt

ã1− γ2

− _
c1 =

|cos(πα)|
2

∥u∥2α−
_
a∥u∥2L2 −b1 ∥u∥2−γL2 −

_
c1 ⩾

|cos(πα)|
2

∥u∥2α−
_
aT 2α

Γ2 (α+1)
∥u∥2α−

_
b1

Å
Tα

Γ (α+1)

ã2−γ
∥u∥2−γα − _

c1 =Ç
|cos(πα)|

2
−

_
aT 2α

Γ2 (α+1)

å
∥u∥2α−

_
b1

Å
Tα

Γ (α+1)

ã2−γ
∥u∥2−γα − _

c1 .

_
b1 =

Çw T

0

∣∣∣_b (t)
∣∣∣ 2
γ dt

å γ
2 _

c1 =
w T

0

_
c (t)dt其中   和  .

_
a ∈
ñ

0,
|cos(πα)|Γ2 (α+1)

2T 2α

å
γ ∈ (0,2) ∥u∥α→∞ φ (u)→ +∞ φ注意到   和  ，我们有   时  ，即   是强制的. 证毕.

Eα φ我们现在的任务是使用引理 8（山路引理）来找到   上函数   的一个非零解.

α ∈
Å

1
2
,1
ò

(H1)定理 4　设   且 F 满足条件  . 如果下述假设满足：

(H2) F ∈C
(
[0,T ]×RN ,R

)
µ ∈
ï

0,
1
2

ã
M > 0 t ∈ [0,T ] x ∈ RN |x| ⩾ M

0 < F (t, x) ⩽ µ (∇F (t, x) , x)

 且存在   ，  使得对所有的    以及   ， ，有

；

(H3) lim sup
|x|→0

F (t, x)
|x|2

<
Γ2 (α+1)

2T 2α t ∈ [0,T ]   对   一致成立.

Eα那么 BVP (1)在   上至少有一个非零解.
φ证明　我们将验证   满足引理 8的所有条件.
φ F (t, x)−µ (∇F (t, x) , x) t ∈ [0,T ] |x| ⩽ M

c ∈ R+
首先，我们将证明   满足 P.S.条件. 因为   对于   和   是连续的，因此

存在  ，使得

F (t, x) ⩽ µ (∇F (t, x) , x)+ c, t ∈ [0,T ] , |x| ⩽ M.

(H2)通过假设  ，我们得到

F (t, x) ⩽ µ (∇F (t, x) , x)+ c, t ∈ [0,T ] , x ∈ RN . (25)

{uk} ⊂ Eα |φ (uk)| ⩽ K k = 1,2, · · · ,φ′ (uk)→ 0令  ， , . 注意到⟨
φ′ (uk) ,uk

⟩
= −

w T

0

[(
0Dα

t uk (t) , tDα
T uk (t)

)
+ (∇F (t,uk (t)) ,uk (t))

]
dt. (26)

结合 (25), (26)和 (14)式可得
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K ⩾ φ (uk) =− 1
2

w T

0

(
0Dα

t uk (t) , tDα
T uk (t)

)
dt−

w T

0
F (t,uk (t))dt ⩾

− 1
2

w T

0

(
0Dα

t uk (t) , tDα
T uk (t)

)
dt−µ

w T

0
(∇F (t,uk (t)) ,uk (t))dt− cT =Å

µ− 1
2

ãw T

0

(
0Dα

t uk (t) , tDα
T uk (t)

)
dt−µ

⟨
φ′ (uk) ,uk

⟩
− cT ⩾Å

1
2
−µ
ã
|cos (πα)| ∥uk∥2α−µ

∣∣φ′ (uk)
∣∣∥uk∥α− cT,k = 1,2, · · · ,N.

φ′ (uk)→ 0 N0 ∈ N因为  ，故存在   使得

K ⩾
Å

1
2
−µ
ã
|cos(πα)| ∥uk∥2α−∥uk∥α− cT,k > N0.

{uk} ⊂ Eα Eα uk→ u Eα

k→∞
这蕴含着   是有界的. 因为   是自反空间，如果必要的话取其子列，我们可以假设   在 
中，因此   时有⟨

φ′ (uk)−φ′ (u) ,uk −u
⟩
=
⟨
φ′ (uk) ,uk −u

⟩
−
⟨
φ′ (u) ,uk −u

⟩
⩽
∥∥φ′ (uk)

∥∥
α∥uk −u∥α−

⟨
φ′ (u) ,uk −u

⟩
→ 0. (27)

{uk} C
(
[0,T ] ,RN

)
k→∞ ∥uk −u∥∞ = 0进一步，根据 (10)式和引理 4知   在空间   中有界且   时  . 因此，w T

0
∇F (t,uk (t))dt→

w T

0
∇F (t,u (t))dt. (28)

注意到 ⟨
φ′ (uk)−φ′ (u) ,uk −u

⟩
=−

w T

0

(
0Dα

t (uk (t)−u (t)) , tDα
T (uk (t)−u (t))

)
dt−w T

0
(∇F (t,uk (t))−∇F (t,u (t))) (uk (t)−u (t))dt ⩾

|cos (πα)| ∥uk −u∥2α−
∣∣∣∣w T

0
(∇F (t,uk (t))−∇F (t,u (t)))dt

∣∣∣∣∥uk −u∥∞.

k→∞ ∥uk −u∥2α→ 0 Eα uk→ u φ结合式 (27)和 (28)式，容易验证   时  ，因此在   中  ，从而   满足 P.S.条件.

lim sup
|x|→0

F (t, x)
|x|2

<
Γ2 (α+1)

2T 2α t ∈ [0,T ] ε ∈ (0,1) δ > 0 t ∈ [0,T ]

x ∈ RN |x| ⩽ δ F (t, x) ⩽
(1−ε)Γ2 (α+1) |x|2

2T 2α

由   对   一致成立知，存在   以及   使得对所有的 

以及  ， ，有  .

ρ =

Γ (α)
Å
α−1

2
+1
ã 1

2

Tα− 1
2

σ =
ερ2

2
> 0 u ∈ Eα ∥u∥α = ρ令  ， ，则由 (10)式可得，对于所有的   以及   有

∥u∥∞ ⩽
Tα− 1

2

Γ (α) ((α−1)/2+1)
1
2
∥u∥α = δ,

因此有

φ (u) =− 1
2

w T

0

(
0Dα

t u (t) , tDα
T u (t)

)
dt−

w T

0
F (t,u (t))dt ⩾

|cos(πα)|
2

∥u∥2α− (|cos(πα)| −ε)
Γ2 (α+1)

2T 2α

w T

0
|u (t)|2dt ⩾

|cos(πα)|
2

∥u∥2α−
1
2

(|cos(πα)| −ε)∥u∥2α =
1
2
ε∥u∥2α = σ.

即引理 8(山路引理)的条件 (ii)成立.
φ (H3) φ (0) = 0 φ显然，由   的定义以及   可知  .下证   满足引理 8(山路引理)的条件 (iii).

t ∈ [0,T ] x ∈ RN |x| ⩾ M 0 < F (t, x) ⩽ µ (∇F (t, x) , x)

r1,r2 > 0

因为对所有的   以及  ，  有  ，简单的正则化讨论可知存在

，使得

F (t, x) ⩾ r1|x|
1
µ − r2, x ∈ RN , t ∈ [0,T ] .
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u ∈ Eα µ , 0 k > 0 µ ∈
ï

0,
1
2

ã
对任意的  ， ， ，注意到   和 (13)式，有

φ (ku) =− 1
2

w T

0

(
0Dα

t ku (t) , tDα
T ku (t)

)
dt−

w T

0
F (t,ku (t))dt ⩽

k2

2 |cos(πα)| ∥u∥
2
α− r1

w T

0
|ku (t)|

1
µ dt+ r2T =

k2

2 |cos(πα)| ∥u∥
2
α− r1k

1
µ ∥u∥

1
µ

L
1
µ
+ r2T →−∞, (k→∞) .

k0 φ (k0u) ⩽ 0因此，存在充分大的   使得  ，故引理 8(山路引理)的条件 (iii)满足.
φ (0) = 0 φ (u) ⩾ σ > 0最后，注意到  ，而临界点 u 满足  ，因此 u 是 BVP (1)的一个非平凡弱解. 证毕.
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The variational method is used to study the existence of solutions to boundary value
problems for a class of fractional differential equations

LI Wenbo，ZHOU Wenxue**，WU Yabin，ZHANG Min
(College of Mathematics and Physics, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, Gansu, China)

Abstract: A sufficient condition for the existence of the solution of a boundary value problem for a class of
fractional-order differential equations is established by using the variational method. Then the problem is reduced
to an equivalent integral form so that the solution of the boundary value problem is defined as the critical point of
the corresponding functional. Finally, the existence of the solution to the boundary value problem is established by
using the mountain road lemma.
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