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模丛之间的浸入关系
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摘要: 利用张量和模代数知识, 构造出了自由丛的浸入子丛和任一模丛的浸入子自由丛. 得到一般模丛都

能够成为一个自由丛的浸入子丛 ;同时任一模丛也能够有一自由丛(或投射丛)是它的 浸入子丛; 还给出了投

射丛转化为自由丛的条件.
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纤维丛是(以底空间)一族参数化的某种模型对象,它是当代数学和物理学最为常用的概念之一.对于

微分流形的拓扑学和几何学, 它更处于中心地位. 由于纤维丛的结构复杂(由丛空间、射影、底空间、纤维

型、变换群等构成) , 且所用的 5个概念结构各自变化多,不易统一.但一般的纤维丛其底空间较多取作是

一般微分流形或多面体, 而纤维型是各式各样的, 如熟知的、广泛使用的向量丛, 纤维型是向量空间. 虽然

向量丛[ 1]在物理学方面表达规范场有很大的作用,然而在概念上更令数学研究者感兴趣的处理法是把视

野打开一些.

如在文献[ 2]中讨论了一种高度螺旋纤维丛, 局部上看像是一丛直线束,它与底的任一横截面切割成

一个康托型集; 在文献[ 3, 4]又给出了 Buchsbaum 丛、辛几何上的标架丛等. 不管是什么样的纤维丛, 丛理

论的中心问题是要指出结构变化时,其示性类的区别有多大, 也就是丛映射的结果如何.因此有很多研究

丛映射的文章, 如文献[ 2]利用 Postnikov 分解理论讨论了一类纤维丛偶之间丛映射的存在性; 文献[ 5]讨

论了丛的广义联络映射; 文献[ 6]讨论了模丛,这将使对模空间所作的一些构造能移到模丛上来,其结果是

可以在模丛之间建立一种同调理论.由此讨论模丛之间的丛映射也是尤为重要的. 本文就是在文献[ 6]的

基础上进一步讨论丛之间的浸入关系, 使一般模丛都能够成为一个自由丛的浸入子丛,同时任意模丛也能

有一个自由丛(或投射丛)是它的浸入子丛,从而可使讨论模丛内在局部结构变得较为简单.

定义 1
[ 7] � 设 M i 为n i ( i = 1, 2) 维 C

r
流形. 如果 C

k
( 1  k  r ) 映射 f : M 1 ! M 2对任何 p ∀ M 1,

有( rankf ) p = n 1(因而 n1  n2) ,则称 f 为一个C
k 浸入.

定义 2 � 若 �= ( E , �, M , V , G ) ,  = ( E
#
, �# , M , V

#
, G

#
) 是 R - 模丛,如果存在丛映射 !,使 �x

∀ M ,纤维映射

� � � � � � � � � � !| x : �- 1
( x ) ! ( �#)

- 1
( x )

都是 R - 单模同态,则称 !是丛�在丛 中的浸入, 或称丛 �是丛 的浸入子丛.

注 1 � 由于纤维丛是流形,故设( U, x
i
) 是点 x ∀ M 在底空间上的局部坐标系,同时可设( �- 1

( U) ,

y
i
) , ( ( �#

)
- 1

( U) , z
i
) 分别是底空间上包含点 x 的丛�,  上的局部坐标系.由丛定义知: �- 1

( x ) 与{ x } ∃

V 同构, ( �
#
)

- 1
( x ) 与{ x } ∃ V

#
同构,纤维映射为

� � � � � � � � � � !| x : �- 1
( x ) ! ( �#)

- 1
( x ) .

由同构及丛局部映射图可换知,对任意点 p ∀ �- 1
( x ) 的坐标 y

i
( p ) 表示为( x

i
, v ) ,其中 v ∀ V .同理可
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将 !( p ) 的坐标 z
i
( !( p ) ) 表示为( x

i
, v

#
) , 其中 v

#
= !( v ) ∀ V

#
.

考察丛映射 !的秩 rank( !) p = rankD ( z
i o!o( y

i
)

- 1
) y

i
( p ) ,其中 D ( z

i o!o( y
i
)

- 1
) 表示 z

i o!o( y
i
)

- 1 的

Jacobi矩阵. 因为 ( z
i o ! o( y

i
)

- 1
) ( x

i
, v ) = ( z

i o ! o( y
i
)

- 1
) ( y

i
( p ) ) = z

i
( !( p ) ) = ( x

i
, v

#
) , 所以

D ( z
i o !o( y

i
)

- 1
) y

i
(p ) =

� z
i

� y
i

y
i
( p )

=
�( x

i
, v

#
)

�( x
i
, v )

=

I 0

0 � v
#

� v

.

若模同态

� � � � � � � � � � !: �- 1
( x ) ! ( �#)

- 1
( x )

的秩 rank
� v

#

� v
有限,则 rank( D( z

i
o!o( y

i
)

- 1
) yi (p ) ) 就等于丛 �的维数,因此定义2是定义1的合理推广.

定义 3 � 模丛 �= ( E , �, M , V , G ) ,若纤维型 V 是R - 自由模,则称 �为自由丛;若 V 是R - 投射

模,则称 �为投射丛.

注 2 � 以上环 R 是酉环.以下讨论的丛是指具有相同的底空间和相同的酉环.

由模丛定义知, �x ∀ M ,纤维 Vx = �- 1
( x ) 与纤维型 V 同构,故自由丛、投射丛的纤维也分别是自

由模、投射模.由此, 自由丛是投射丛,但投射丛不一定是自由丛.

1 � 定理和证明

定理 1 � 单模丛[ 8]
可以是任一模丛的浸入子丛.

证明 � �= ( E , �, M , V , G ) 是 R - 单模丛,  = ( E
#
, �#, M , V

#
, G

#
) 是任意 R - 模丛.如果存在单

丛映射 !,使映射图

可换,则说明 �可以浸入到  中.

模丛映射须满足局部 t rivial, 故 �x ∀ M , �的纤维 �- 1
( x ) 是 R - 单纯模,  的纤维( �#)

- 1
( x ) 是

R - 模.于是存在单模同态(而且是嵌入映射)

� � � � � � � � � � ∀x : �- 1
( x ) ! ( �# )

- 1
( x ) .

令 !: E ! E
#
,使满足: �y ∀ E (存在 x ∀ M , 使 y ∀ �

- 1
( x ) ) 有

� � � � � � � � � � !( y ) = ∀x ( y ) ∀ ( �#)
- 1

( x )  E
#
.

所以 !是单丛映射,而且还有

� � � � � � � � � � �
#

o!( y ) = �
#
( ∀x ( y ) ) = x , �( y ) = x ,

即有 �# o != �. 证毕.

特别地,若 �,  的纤维型 V、V
# 之间给定一拓扑变换, 那么这样的浸入就是一个嵌入. 以下讨论的问

题都有如此类似的结论.

定理 2 � 对任意投射丛都存在一自由丛,使投射丛是该自由丛的浸入子丛.

证明 � 设 �= ( E , �, M , V , G ) 是一投射丛,则 �x ∀ M 有 �- 1
( x ) ( = �x

- 1
) 和 V 都是R - 投射

模.由投射模的等价定义知,存在自由模 V x ,使 Vx = �- 1
x ! Sx .

于是令

� � � � � � E# = % x ∀ M ( �- 1
x ! Sx ) , �#= �op 1: E# ! M ,

其中 p 1是直和 �
- 1
x ! Sx 的第一投射, 由此规定的 �#是满射, 通过( E#, �#, M ) 可以构造一自由丛.

假定 E 的流形结构是{ ( U#, ∀#) }#∀ ∃ , �x ∀ M ,存在坐标卡( U#, ∀#) ,即 U#是 x 的开邻域,

� � � � � � � � � � ∀#: U# ∃ V ! �- 1
( U#)
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为一同胚映射, 则有

� � � � � � � � � � ∀# | x : { x } ∃ V ! �- 1
( x )

为模同构.由文献[ 3] 顺其自然的想法是扩充 ∀# | x 为 ∀## | x ,使

� � � � � � � � ∀## | x : { x } ∃ V ! �- 1
( x ) ! Sx .

由于 V 是投射模, 规定

� � � � � � � � ( x , a) + ( x , b) = ( x , a + b ) , � a, b ∀ V ,

则{ x } ∃ V 也是投射模,由投射模性质可知,存在 ∀## | x , 使映射图

可换,即有 ∀# | x = p 1 o∀## | x .

由同胚 ∀# | x 可说明∀## | x 是单射,但不能说明 ∀## | x 是满射,故也就无法得到它是同胚,因此这样的

构造自由丛是行不通的. 以下我们寻找一种新的构造丛方法.

令 x , y ∀ M ,则有自由模 V x = �- 1
( x ) ! S x , Vy = �- 1

( y ) ! Sy ,其中 �- 1
( x ) , �- 1

( y ) 都与 V 同

胚(即线性同构) ,所以有 �- 1
( x ) ∀ �- 1

( y ) ,且 �- 1
( x ) , �- 1

( y ) 为投射模,则有自由模 B及满同态f , f #使

� � � � � � � � f : B ! �
- 1

( x ) , f #: B ! �
- 1

( y ) .

取 A = kerf , A#= kerf #,则得短正合列

� � � � � � � � � � A ! B
f

�- 1
( x ) ,

� � � � � � � � � � A# ! B
f#

�- 1
( y ) .

因为 �
- 1

( x ) ∀ �
- 1

( y ) ,所以 A ∀ A#.由上面短正合列可得,存在 C# ∀ �
- 1

( x ) ∀ �
- 1

( y ) ,使

� � � � � � B = A ! C# ∀ A ! �- 1
( y ) = �- 1

( y ) ! Sy = V y .

所以 V x ∀ V y .在 M 上取定一点其自由模记为 V#,显然 V#为R 上模且 V# ∀ Vx ∀ V y ,将此作为丛( E#,

�#, M ) 的纤维型,由此定义

� � � � � � � � � � ∀##: U# ∃ V# ! ( �#)
- 1

( U#) ,

使

� � � � � � � � � � ∀## | x : { x } ∃ V# ! �
- 1

( x ) ! S x ,

故 ∀## | x 为一个模同构,因此

� � � � � � � � � � ∀##: U# ∃ V# ! ( �#)
- 1

( U#)

为一同胚映射.

考虑 E#的子集族
� � � � % = %

#∀ ∃
{ ∀##( W ) : W 是 U# ∃ V#中任意的开子集} .

容易验证 % 是E#的一个拓扑基, 有了拓扑基仿照切矢量丛的构造方法就能自然得到 E#的流形结构.

由此找到自由丛( E#, �#, M , V#, G#) , �x ∀ M ,丛映射

� � � � � � � � � � � � � � � � !: E ! E#

的纤维映射

� � � � � � � � !| x : �
- 1

( x ) ! ( �#)
- 1

( x ) = �
- 1

( x ) ! S x

都是 R - 单模同态, 所以自由丛( E#, �#, M , V#, G#) 为给定投射丛( E , �, M , V , G ) 的浸入自由丛.证毕.

根据定理 2给定底空间 M 及任一点 x ∀ M 的纤维找丛的方法,又可得到下面推论 1.

推论 1 � 设( E#, p , M ) 为任一模丛,则它有一个自由丛( E , �, M ) ,能使丛映射

� � � � � � � � � � � � � � � � f : E ! E#

为满射,即
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� � � � � � � � � � f x : �- 1
( x ) ! p

- 1
( x ) , �x ∀ M ,

为满同态,并且映射图

可换,即任一模丛都存在一自由丛使它是该自由丛的浸入子丛.

由于自由丛是投射丛,所以推论 1中&自由丛∋ 改为&投射丛∋也成立.

推论1说明对任一模丛,都可以浸入到某一自由丛(或投射丛) 中,当然任一模丛都不可能嵌入某一自

由丛中,否则任一模丛就都只有自由丛的特性了. 但我们有如下更进一步的结论.

定理 3 � 设 �= ( E , �, M , V , G ) 是任意 R - 模丛,若存在自由 R - 模 A ,使

� � � � � � � � � � � � � � � � ∀: V ! A

是满同态,则存在一自由丛  = ( E#, �#, M , A , G#) 是 �的浸入子丛.

证明 � 因为 ∀: V ! A 是满同态,且 A 是自由R - 模,不妨设 Y 是A 的基,对每个 b ∀ Y  A 选

定一个 ab ∀ V, 使 ∀( ab) = b. 映射

� � � � � � � � � � � � � � � � ∀#: A ! V

定义为

� � � � � � � � � ∀#( ( br ) = ( abr ∀ V, 其中 r ∀ R .

则 ∀#是一个 R - 模同态.取 R - 模 B = I m ( ∀#) ,则

� � � � � � � � � � � � � � � � ∀#: A ! B  V

是一个 R - 模同构,且 B 也是自由R - 模, V = B ! Ker( ∀) . 按照定理 2的方法可以构造一自由丛  =

( E#, �#, M , B , G#) .

对任意 x ∀ M ,由于( �#)
- 1

( x ) ∀ B , �- 1
( x ) ∀ V = B ! Ker( ∀) ,不妨设它们的模同构分别为 &1,

&2.所以可构造自然的丛映射

� � � � � � � � � � � � � � � � !: E# ! E ,

使 �x ∀ M , !x : ( �#)
- 1

( x ) ! �- 1
( x ) 满足

� � � � � � � � � � &2 o!x o&1
- 1

: B ! V = B ! Ker( ∀)

是对 V 的第一投射,因此 !x 是单同态,则丛  是丛 �的浸入子丛.证毕.

在定理3中有&若存在自由 R - 模 A , 使 ∀: V ! A 是满同态∋的条件限制,但熟知这样的自由 R - 模

A 是很多的,如选取模 V 中适当元素作为模A 的基,显然有满同态 ∀: V ! A 存在.根据需要可以取不同

的满同态,因此这样的条件限制对定理 3的成立并不严格.

有了推论 1和定理 3,今后研究模丛就可转化为研究与其相关的自由丛(或投射丛) , 而自由丛的许多

性质和矢量丛有相似之处,如此可使复杂问题简单化.

自由丛是投射丛,但投射丛不一定是自由丛. 下面给出投射丛是自由丛的一个充分条件.

定理 4 � 设 �= ( E , �, M , V , G ) 是 R - 投射丛,若 R 是整数环,则 �是自由丛.

因为纤维型 V 是整数环R 上的投射模,由模论知整数环 R 上的投射模是自由模, 因此 V 是R 上自由

模,则 �是自由丛.故整数环上的投射丛和自由丛是等价的.

2 � 相关结论

最后给出与模丛映射正合有关的 2个有趣定理,作为本文的结束.

向量丛上的正合讨论过可裂条件, 对特殊的模丛 ) ) ) 投射丛也可得到更广范围的正合列的可裂性.

定理 5 � 设 �= ( E , �, M ) 为一投射丛, 则以 �为第 3项的短正合列都可裂,即若存在模丛( E1, p 1,

M ) , ( E 2, p 2, M ) , 使 E 1

f 1

E 2

f 2

E 为短正合列, 则这个短正合列必可裂.
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证明 � �x ∀ M , �- 1
( x ) 为投射模. 由投射模定义知,若 & ∀ Hom( �- 1

( x ) , A ) ,对任何满同态 ∋ ∀

Hom( B , A ) ,恒有同态 f ∀ Hom( �- 1
( x ) , B) ,使 ∋ of = &,即有映射图

交换.特别地取

� � � � � � A = �
- 1

( x ) , & = id ∀ Hom( �
- 1

( x ) , �
- 1

( x ) ) ,

� � � � � � B = p
- 1
2 ( x ) , ∋= f 2 | p

- 1

2
( x ) ∀ H om( p

- 1
2 ( x ) , �- 1

( x ) ) ,

则有映射图

交换,即有同态 f ∀ Hom( �
- 1

( x ) , p
- 1
2 ( x ) ) ,使 ∋ of = id ,所以短正合列右可裂.

对于模范畴,任意单边可裂的短正合列必定是双边可裂的, 因此命题得证. 证毕.

定理 6 � 对任一模丛( E , �, M ) ,可以得到一个投射分解{ �n, f n } :

� � � � � � ∗ ! E n

f n

En- 1 ! ∗
f 2

E 1

f 1

E ,

其中 �n = ( En , p n , M ) 是投射丛,每一 f n 是满射,且有 f n of n+ 1 = 0.

证明 � 由于每一个丛( E , �, M ) 都有一个投射丛( E 1, p 1, M ) 且 f 1是满射, 由文献[ 9]中的方法可以

作一短模丛正合列

� � � � � � ( N 1, �1, M )
i

( E 1, p 1, M )
f 1

( E, �, M ) ,

其中 i 是典型包含同态, 对于丛( N 1, �1, M ) 也同样有一个短正合列

� � � � � � ( N 2, �2, M )
i

( E 2, p 2, M )
f 2

( N 1, �1, M ) ,

即得

� � � � � � ( N 2, �2, M )
i

( E 2, p 2, M )
f 2

( E1, p 1, M )
f 1

( E , �, M ) ,

且有 f 1
of 2 = 0.继续如此作法,即得所需结论,并且它们构成一个复形.证毕.
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Interaction between two rarefaction w aves for

gas dynamic isentropic equatins

ZHANG Tong , GU Ying#li, YANG H an#chun

( Department of M athematics, Yunnan University, Kunming 650091, China)

Abstract: T he interact ion betw een forw ard and backw ard centred rarefact ion waves for g as dynam ic isen#
t ropic system is onsidered. For the Goursat problem developed in the dom ain of the interact ion, w ith the help

of characterist ic analysis, it is proved that there w ill never appear vacuum in the field of interact ion w hen there

is no vacuum on the characterist ic boundary. M eanw hile, the ex istence and uniqueness of the smooth solut ion is

obtained. Further, the result of interaction for tw o rarefact ion w aves is presented, that is they penetrate each

other or the vacuum appears in the process of the penetration.

Key words: Gas dynam ic isent ropic equat ions; rarefact ion w ave; Goursat problem ; uniform a priori esti#
mate; vacuum
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T he relation of immersion in module bundles

ZHANG Fei#jun, ZHANG Jun#liang

( College of M athematics and Information Science, Shaanxi Normal University , Xi+ an 710062, China)

Abstract: The immersed subbundles of f ree bundles and the immersed free subbundles of any module bun#
dles are constructed, by using theoret ics of tensor and module algebra. It is indicated that any module bundles

can becomes a im mersed subbundles of free bundles, and that there is a free bundles ( or project ive bundles) is

a immersed subbundles of any module bundles also. In part icular, the condition which project ive bundles

change into f ree bundles is g iven.

Key words: f ibre bundles; module bundles; immersed subbundles; commutat ive diag ram
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